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Introduccion

Diremos que un flujo ¢ en una 3-variedad hiperbdlica y cerrada M es casigeodésico si cualquier 6rbita de ¢
se levanta a una casigeodésica de H?, es decir, una curva que esté cercana en cierto sentido a una geodésica
de H3. En [2], Calegari muestra que si M admite un flujo casigeodésico ¢, partiendo del espacio de érbitas
del levantamiento a H? de ¢ se puede construir de manera natural un espacio topolégico homeomorfo
a un circulo, al que llama circulo universal, en el que m (M) actia fielmente por homeomorfismos que
preservan orientacion. Hay variedades hiperbdlicas cuyo grupo fundamental no puede actuar de esta
manera en un circulo, por ejemplo, la variedad de Weeks, por lo que no toda variedad hiperbdlica admite
un flujo casigeodésico. En 2006 Calegari conjetura que todo flujo casigeodésico tiene una orbita cerrada
(a lo que llamaremos en este trabajo Problema de la Orbita Cerrada para flujos casigeodésicos); Frankel
demuestra la conjetura en [5]. El objetivo principal de esta tesina es presentar parcialmente la solucién
de Frankel.

La busqueda de érbitas cerradas en variedades de dimensién 3 no es algo nuevo. La historia del
Problema de la Orbita Cerrada comienza en 1950 cuando Seifert pregunta en [20] si todo campo vectorial
en S? tiene érbitas cerradas. Schweitzer da respuesta negativa en 1974 en [19], probando algo mucho més
general: siempre hay un representante sin érbitas periddicas en la clase de homotopia de cualquier campo
vectorial €' de cualquier 3-variedad. En afios subsecuentes aparecen construcciones de campos vectoriales
maés regulares sin drbitas peridédicas. Las mds recientes son el ejemplo € que da K. Kuperberg [15] en
1994 y el ejemplo € que preserva volumen que construye G. Kuperberg [14] en 1996. Por otro lado, se
descubre que para campos vectoriales con algunas restricciones geométricas, la respuesta a la pregunta
de Seifert es afirmativa. En esta direccién, Taubes [21I] prueba en 2007 que todo campo de Reeb en
una variedad cerrada de dimensién 3 tiene drbitas cerradas (Conjetura de Weinstein en dimensién 3);
Rechtman [I§] demuestra en 2010 que los flujos € geodesibles (para los que hay una métrica riemanniana
que hace geodésicas a sus drbitas) en una 3-variedad cerrada siempre tienen 6rbitas periddicas, excepto
cuando la variedad es la suspensién de un difeomorfismo parabdlico del toro.

Este trabajo consta de tres capitulos. En el Capitulo 1 se desarrolla la teoria basica de flujos casi-
geodésicos: se prueba que el espacio de 6rbitas del levantamiento a H® de un flujo casigeodésico en una
3-variedad hiperbélica cerrada es homeomorfo a R?; también se estudia cémo las érbitas levantadas a
H? de estos flujos se acercan a la frontera de H? por medio de las funciones que mandan cada punto
de H? a los extremos positivo y negativo, respectivamente, de su érbita. En el Capitulo 2 se presenta
la construccion del circulo universal de un flujo casigeodésico y se explica como compactar el espacio de
Orbitas (al que se hace referencia en el Capitulo 1) a un disco cerrado cuya frontera es el circulo universal.
Finalmente, armados con las herramientas desarrolladas en los primeros dos capitulos, en el Capitulo 3
se presenta parte de la prueba de Frankel de que todo flujo casigeodésico en un 3-variedad hiperbdlica
cerrada tiene una orbita cerrada.
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Capitulo 1

Flujos casigeodésicos

Antes de discutir el objetivo de este capitulo necesitamos algunas definiciones. Una variedad hiperbdlica
es una variedad riemanniana completa, conexa y con curvatura seccional constante —1; trabajaremos
siempre con variedades orientables. Toda n-variedad hiperbdlica M es isométrica al n-espacio hiperbdlico
médulo un subgrupo discreto de isometrias que actia libremente y propiamente discontinuamente (ver
[16, Corolario 11.3]); en particular, el espacio cubriente universal de cualquier n-variedad hiperbdlica es
H™. Un flujo en una variedad M es una accién continua de R en M, es decir, una funcién continua

p:RxM— M,

con la propiedad de que (¢, o(s,p)) = ¢(t + s,p) para cualesquiera t,s € Ry p € M. En este trabajo
consideraremos solamente flujos de clase €. Por encaje casi-isométrico entenderemos una funcién entre
espacios métricos f : (X,d) — (Y, p) para la cual existen constantes k > 1y € > 0 que cumplen que

F0(f(@), F0) = & < dla,b) < kp(F(a), TO) +2,

para cualquier par de puntos a,b € X. Cuando queramos hacer referencia explicita a las constantes k y
¢ diremos que f es una (k,e) casi-isometria. Finalmente, una casigeodésica en un espacio métrico (X, d)
es un encaje casi-isométrico de R en X. Diremos que un flujo ¢ en una 3-variedad hiperbdlica M es un
flujo casigeodésico si las érbitas de su levantamiento a H? son casigeodésicas.

El propésito de este primer capitulo es familiarizarnos con los flujos casigeodésicos estudiando algunas
de sus propiedades dindmicas (nos basaremos en [2]). En la primera seccién probaremos que el espacio
de 6rbitas del levantamiento a H? de un flujo casigeodésico en una 3-variedad hiperbélica compacta M
es homeomorfo a R?, mientras que en la segunda seccién se analiza la manera en la que las érbitas de
un flujo casigeodésico se acercan a la frontera S, de H3, lo que hemos llamado comportamiento en el
infinito.

Antes de comenzar a desarrollar la teoria de los flujos casigeodésicos, veamos un ejemplo: en el Teo-
rema 0.1 de [22], Thurston prueba que la suspensién de cualquier difeomorfismo pseudo-Anosov de una
superficie hiperbdlica y cerrada S (o mds precisamente, de cualquier difeomorfismo isotépico a un homeo-
morfismo pseudo-Anosov) admite una estructura hiperbélica. Después, junto con Cannon, muestra que
el flujo de suspension es casigeodésico. Zeghib generaliza este ejemplo en la Afirmacién 1.3 de [25] mos-
trando que para las 3-variedades que se obtienen como suspension de este tipo, cualquier flujo transverso
a la foliacién por superficies es casigeodésico. Presentaremos los detalles de su argumento.

Sean M la suspensién de un difeomorfismo pseudo-Anosov de una superficie hiperbdélica cerrada S, y
Z la foliacién natural de M por copias de S. Para probar que un flujo 9 transverso a .% es casigeodésico,

3
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encontraremos una métrica riemanniana g; de M para la cual las érbitas de ¥ sean geodésicas, y luego
usaremos la compacidad de M para comparar la distancia hiperbdlica entre puntos en la misma érbita
del levantamiento v de ¥ a H? con la distancia medida sobre la érbita. Como M es compacta, entonces
es completa con cualquier métrica riemanniana; se sigue que toda variedad cubriente de M es completa
con cualquier métrica inducida por una de M. Sean X el campo vectorial que genera a ¥ y gg la métrica
hiperbdlica de M. Reparametrizando de ser necesario, podemos suponer que # es invariante bajo ¢ (el
flujo reparemetrizado es casigeodésico si y sdlo si el flujo original lo es). Consideremos una métrica g; en
M que haga a X unitario y ortogonal a las hojas de #. Fijemos una hoja Sy de # y sea M = So x R.
La funciéon F': M — M definida como

F(t,x) = 9¥(t, x)

es una aplicacién cubriente diferenciable. Denotemos ¢ al levantamiento de ¢ a M y sea h = F*g;.
Notemos que el campo tangente a 1) es simplemente %, el cual es unitario con respecto a h, y que las
hojas de F*.7 son de la forma Sy x {c}. Mostraremos que las érbitas de 1) son geodésicas probando
que, salvo reparametrizacion, son las tinicas curvas que realizan la distancia entre cualesquiera dos de sus
puntos. Supongamos que «(s) = (z(s),t(s)) es una curva con velocidad unitaria que realiza la distancia
entre (z,t1) y (z,t2). Como B(s) = (z,t(s)) también conecta a estos dos puntos y tiene longitud menor

o igual que la curva minimizante «, es inmediato que o = (3, y entonces

a(s) = a(s)%.

Recordemos que « tiene velocidad unitaria, asi que a(s) = 1, lo que quiere decir que « es un segmento
de 6rbita de 1. B

Llamemos H a la aplicacién cubriente de H? a M y denotemos 1 al levantamiento de v a HS3.
Consideremos las métricas ho = H*go y h1 = H*g1 de H?3, y sus respectivas distancias riemannianas d;
y da2. Las 6rbitas de ¢ también son minimizantes entre cualquier par de sus puntos porque H? cubre a
M. Esto implica que

di(Y(t1,2),Y(t2,2)) = [t1 — t2].

Ademas, como M es compacta, existe una constante positiva C tal que %do < d; < Cdy. Entonces las
6rbitas de ¢ son (C,0)—casigeodésicas, por lo que el flujo ¢ es casigeodésico.

1.1. El espacio de é6rbitas de un flujo casigeodésico

Toda érbita ¢ del levantamiento a H? de un flujo casigeodésico es una (k, €)-casigeodésica para algunas
constantes k y € que, en principio, pueden depender de ¢. En cambio, diremos que un flujo es uniforme-
mente casigeodésico si existen k y € tales que toda drbita de su levantamiento a H? es (k, €)-casigeodésica.
A lo largo de esta seccién consideraremos un flujo ¢ uniformemente (k, £)-casigeodésico en una 3-variedad
hiperbélica M, cuyo levantamiento a H? denotaremos @. El espacio de érbitas de ¢ (que denotaremos P)
es el espacio cociente de H? que se obtiene al identificar todos los puntos de cada érbita de @. Llamaremos
7 a la funcién cociente H® — P. Para probar que P es homeomorfo a R?, mostraremos que P es una
2-variedad simplemente conexa no homeomorfa a S2.

Comencemos observando que P es 2°-numerable pues 7 es una funcién suprayectiva y abierta (por
ser la proyeccién al espacio de érbitas de una accién continua), asf que cualquier base numerable de H?
va a dar bajo m a una base numerable de P. Dividiremos el resto de la prueba en tres lemas.

Lema 1.1. P es Hausdorff.
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Demostracion. Supongamos que P no es Hausdorff. Entonces hay un par de 6rbitas « y 8 que no tienen
vecindades ajenas en P. Consideremos puntos x € o y y € . Para cada entero positivo n, los abiertos
P(R x B(z,1/n)) y ¢(R x B(y,1/n)) se intersecan, por lo que podemos tomar puntos x,, € B(z,1/n) y
yn € B(y,1/n) en la misma 6rbita £, y estos cumplen que z, — 2 y y, — y. Cada y,, se puede expresar
como @(tn,x,). Como £, es (k,e)-casigeodésica, se tiene que

|tn| < kd(xnayn) +e.

Ademas, la distancia hiperbdlica de =, a ¥, estd acotada porque las sucesiones convergen. Esto nos
garantiza que hay una subsucesion (t,,); que converge a cierto to. Entonces, por un lado se tiene que

lim @(tn,, xn,) = @(to, ) € a,

i—»00
pero por otra parte @(tn,, Tn;) = Yn, — y € B. Esto contradice el hecho de que a y 8 son ajenas, por lo
que P debe ser Hausdorff. O

Lema 1.2. P es localmente homeomorfo a R?.

Demostracién. Consideremos un punto cualquiera p de H? y coordenadas locales 1) = (z,y, 2) alrededor
de p tales que ¥(p) = (0,0,0) y @ esté generado por el campo % en el cubo (—a,a)3, para algin a > 0.
Para cada b < a, denotemos Cj, al cubo (—b,b) y S, al cuadrado (—b,b)? x {0}. Diremos que Cj es un
cubo chico si toda érbita de @ interseca a lo més una vez a Sp. Probaremos que hay un cubo chico, el
cual nos da inmediatamente una vecindad de 7(p) homeomorfa al plano.

7

_/

Primero notemos que si o y g1 = @(qo, t1) estén en S, para algin ¢t; > 0, entonces ¢; > 2a porque la
orbita ¢ de gy necesita tiempo a para salir de C, y cuando vuelve a entrar necesita nuevamente tiempo a
para regresar a S,. Esto prueba que si gy regresa por n-ésima vez S, a tiempo t,, > 0, entonces t,, > 2an.
Por otra lado, como £ es (k,¢)-casiésica, se cumple que

ty < kd(q07 &(tna qO)) +e< ko +e,

en donde § es el didmetro de S, . Esto implica que una ninguna érbita de ¢ puede visitar S, una infinidad
de veces. Podemos entonces suponer que desde un inicio elegimos a suficientemente pequeno de manera
que la érbita de p visita S, una sola vez, de modo que @(t,p) estd fuera de Cy si [t| > a.
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Si ningtin Cy es cubo chico, entonces para todo b € (0,a) hay una 6rbita que visita S, al menos
dos veces. Consideremos una sucesién decreciente (b,,)n,>1 que converja a 0, y para cada n, sea g, un
punto en Sy, cuya Orbita regresa a Sy, a tiempo t, > 2a. Los ntmeros t, estan acotados entre 2a y
2kd + €, por lo que, tomando una subsucesién de ser necesario, podemos suponer que convergen a cierto
to, que necesariamente es mayor que a. Como ¢, — p, entonces 1, := @(tn,qn) — @(to,p), que es un
punto fuera de C,. Esto es una contradiccién porque habiamos supuesto que 7, estaba en S;_, por lo
que r, — p € C,. Esto muestra que algin Cj es un cubo chico. Para tal cubo, el conjunto w(C) es un
abierto en P homeomorfo a Sp.

O

Notemos que la prueba del lema anterior también nos dice que m admite secciones locales. En efecto,
si Cp es un cubo chico, la restriccién de 7 a Sy es un homeomorfismo entre S, y 7(C}), de manera que su
inversa es una seccion local de 7.

Lema 1.3. P es simplemente conezo.

Demostracién. El espacio de drbitas P es conexo por trayectorias pues es imagen continua de H3, el cual
es conexo por trayectorias. Para probar que 71 (P) es trivial, basta con ver que cada clase de homotopia
de lazos tiene un representante que se levanta a un lazo en H3. Cualquier lazo v en P se puede subdividir
en pequenos segmentos que contenidos en el dominio de una seccién local de . Construyamos un levanta-
miento 4 de v mediante dichas secciones locales. La trayectoria 4 no es necesariamente un lazo, pero %(0)
y (1) estdn en la misma Orbita £ de @. Sea 7 el lazo que se obtiene al cerrar 4 con el segmento de ¢ que
une sus puntos extremos. Los lazos w07 y v son homotépicos porque el primero es una reparametrizacién
del segundo. O

Del trabajo hecho hasta ahora podemos concluir que P es homeomorfo a R? o a S2. Para descartar
a S?, notemos que como las érbitas de ¢ no son cerradas (porque las érbitas son casigeodésicas, y estas
siempre se escapan a SZ), se tiene un haz fibrado (més atin, un R—haz principal)

R > H®— P

De la sucesion exacta de grupos de homotopia del haz se sigue que P tiene grupos de homotopia triviales,
pues R y H? son contraibles. Por lo tanto P no es una esfera. Esto completa la prueba del resultado
principal de la seccién.

Teorema 1.4. P es homeomorfo a R2.

Al ser P contraible, todo R-haz principal sobre P es isomorfo al haz trivial P x R — P (ver el Teorema
9.9 de [11]). Esto nos dice que el flujo @ es muy sencillo en el siguiente sentido:

Proposicién 1.5. La foliacion de H? por las érbitas de ¢ es topolégicamente equivalente a la foliacion
de R3 por rectas paralelas al eje z.

Para cerrar esta seccién, mostraremos que todo flujo casigeodésico en una variedad hiperbdlica cerrada
es automaticamente uniformemente casigeodésico. Para esto necesitaremos un resultado que nos dice
que ser casigeodésica es una propiedad local. Por comodidad llamaremos k-casigeodésica a una (k, k)-
casigeodésica. Diremos que f : R — H? es una k-casigeodésica local a escala c si cada vez que |a—b| < ¢, se
cumple que d(f(a), f(b)) > |a—b|/k — k. Para cada k > 1 existe una constante c(k) que cumple que toda
k-casigeodésica a escala c(k) es 2k-casigeodésica global (ver la Observacién 7.2.B de [§] o la observacién
que aparece después del Corolario 1.14 en [I]).

Proposiciéon 1.6. Todo flujo casigeodésico en una 3-variedad hiperbolica cerrada es uniformemente
casigeodésico.
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Demostracion. Supongamos que @ no es uniformemente casigeodésico. Esto quiere decir que hay una
sucesion £y, s, - -+ de érbitas de $ que son k;-casigeodésicas (para cada ¢; elegimos el minimo k;), con
ki — 0o. Podemos ademds suponer que k; > 2°. Fijemos un entero positivo n. Sea j > n. Como ¢;
no es 2/-casigeodésica, hay un segmento £§_1 C /; de longitud menor o igual que ¢(2771) con extremos
pg_l,q;_l tal que

de, (P} gl )

_9i—1
e 291,

Jj—1 j—1

d(pj gy ) <
j—1 i . L . . .

El segmento Ej no es 2/~ -casigeodésica. Iterando este procedimiento se construye una sucesién anidada

de intervalos

n n+1 7—1
Gegm e e

con la propiedad de que el intervalo £} tiene extremos p} y ¢} tales que

de, (p', q)

— 92 1.1
21 ( )

d(p}.q}) <

Llamemos z; al punto medio de £}. Podemos suponer, tomando una subsucesion si fuera necesario, que hay
transformaciones cubrientes g; € w1 (M) tales que g;(z;) converge a un punto z cuya 6rbita denotaremos
£. Sean o y « las parametrizaciones de £; y £ que empiezan en z; y z, respectivamente.
Ahora consideremos cualquier entero m > n. Como la longitud de cada segmento ¢7* es a lo mas
m )
c(2™) ¥ | _g(m ciam)
de manera que

converge uniformemente a oa|[_c( podemos tomar una subsucesién (z;,)

2m,c(2m))

9;:(Pf;) = p™ y 95:(q5;) = ¢
Ya que las transformaciones cubrientes son isometrias, usando (1)) y haciendo tender i a oo obtenemos
que

de(p™,q™) de(p™,q™)

m m ’ m ’ m—1

d(p 7Q)§T—2 <W—2 )

lo cual implica que ¢ no es 2™ !-casigeodésica. Como m es cualquier entero mayor que n, se concluye que
£ no es casigeodésica, lo cual es una contradiccién. O

1.2. Comportamiento en el infinito

Una de las razones por la que las casigeodésicas son tan ttiles para el estudio de H? (o mds generalmente,
de espacios d-hiperbdlicos) es que cada (k, €)-casigeodésica v estd a distancia de Hausdorff menor que una
constante D(k,e) de una tnica geodésica (ver [I3, Corolario 3.44]) que denotaremos -y,. En particular,
las casigeodésicas tienen puntos extremos distintos bien definidos en la frontera S, de H?, lo que nos
permitira estudiar los flujos casigeodésicos concentrandonos en su comportamiento en el infinito, es decir,
viendo cémo se acercan sus 6rbitas a SZ.. Motivados por esto, dado un flujo casigedésico ¢ en una
3-variedad hiperbodlica y cerrada M, consideraremos los mapeos de punto final

et,e”: P —S%,

que mandan cada érbita de ¢ a sus extremos positivo y negativo, respectivamente. La manera de probar
que e y e~ son continuas es la siguiente: que una sucesién (p;); de P converja a p, significa que podemos
elegir puntos z; € ¢; := m1(p;) tales que @, := (-, ;) converge uniformemente en compactos a @, __.
Como cada casigeodésica ¢; dista menos que D (que depende sélo de las constantes para las que el flujo
es uniformemente casigeodésico) de (¢;),, entonces para cualesquiera constantes K > 2D y R > 0, la
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K-vecindad de (o), contiene segmentos de (¢;), de longitud R para ¢ >> 0. Veremos que esto implica
que para cualesquiera € > 0y L > 0, la e-vecindad de (¢ ), contiene un segmento de (¢;), de longitud
L para ¢ >> 0. Lo anterior es consecuencia inmediata del lema siguiente.

Lema 1.7. Sean ¢ una geodésica de H3 y K una constante positiva. Supongamos que I es un segmento
geodésico de longitud 2T, con T > 2K, contenido en la K-vencindad de £. Entonces hay un segmento

J C I de longitud mayor o igual que T'/2, contenido en la log (ﬁ + 1) -vecindad de €.
sen e

Para la prueba del Lema [[.7] usaremos dos resultados auxiliares; en las demostraciones de éstos em-
plearemos la siguiente notacién: d es la métrica hiperbdlica en H?3; para A, B € H?, denotaremos [A, B]
y (4, B) al segmento geodésico cerrado entre A y B y a la geodésica completa que pasa por estos dos
puntos, respectivamente. Finalmente, definimos AB como d(A, B). Nos sera til la siguiente observacién
sencilla que enunciamos y probamos al mismo tiempo: para todo x > 0 se cumple que

arcsenhz = log(x + Va2 + 1) <log(x + Va2 + 2z + 1) = log(2z + 1). (1.2)

Lema 1.8. Sean ABC un tridngulo en H? y X el punto medio de [A, B]. Entonces

d(X,(A,C)) <log (M 1)

cosh ATB

Demostracion. Cualesquiera tres puntos en H? son coplanares, por lo que podemos suponer que estamos
trabajando con un tridngulo en H?. Sean Y y Z las proyecciones ortogonales de X y B en (A,C).
Aplicamos la Ley de Senos a los tridngulos AXY y ABZ para obtener que

h BZ senh 42 hBZ hB
senh XY = sen ZCABsenh AX = o senh 5= _ sen senh BC

senh AB ~ 2cosh ATB ~ 2cosh A—QB '
La desigualdad buscada se obtiene al combinar la anterior con (2. (]
Lema 1.9. Sean A, B,C y D cuatro punto en H® que cumplen que ZDAB = 5,ZABC > §,/CDA > §

y BC > CD. Entonces

2
< _—— .
AB < log (senh(BC’ —¢D) " 1)

Demostracion. El Lema 3.5 de [13] nos asegura que en un cuadrildtero como el que estamos considerando

se cumple que
1

senh AD’

Por otro lado, [A4, C] es el lado mayor del tridngulo ABC' pues su dngulo opuesto es mayor o igual que
%3 de manera que BC < AC < AD + CD. Finalmente, usando (L3) y (L2) se llega a

2 2
<log [ —2" < log [ — '
AB < log (senh AD " 1) < log (senh(BC —¢D) " 1)

senh AB < (1.3)

O

Demostracion de Lema[I.7, Denotaremos @’ al punto de ¢ mas cercano a un punto @ de H3. Recordemos
que si £1 y f5 son geodésicas de H? que no comparten extremos, su distancia es positiva y hay un tnico
par de puntos X; € {1, X5 € {5 que la realiza; ademds, (X7, Xo) es perpendicular a ¢1 y £2 (ver el Lema
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2.5.3 de [23]). Sea v : [0,2T] — [A, B] la parametrizacién por longitud de arco que empieza en A, y
llamemos C' al punto medio de [A, B]. Consideremos primero el caso en el que el punto X de (4, B) que
minimiza la distancia a £ no est4 en el segmento abierto (A, B) o que tal punto X no existe (las geodésicas
comparten un extremo). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que d(vy(t),£) es creciente, por lo
que ZBCC" y ZBAA" son mayores o iguales que 7. Del Lema se sigue que

2
"< —+1 ) =
CC" <log (senh(T—K) + ) er,

asi que todo punto de [A, C] dista menos que e de £ (y e7/2 < 7). Si el punto X estd en (A, B), tomamos
los puntos medios E y F de [A, X] y [X, B]. Si cada uno de estos segmentos mide mds que K, por el
caso anterior se tiene que [E, X] C Vgx/o(¢) y [X, F] € Vxp/2(£); entonces [E, F] estd contenido en la ep
vecindad de /¢ (e; es decreciente). Si tuviéramos la mala suerte de que [A, X] o [B, Y] tiene longitud menor
o igual que K, nos fijamos en el més largo de los dos segmentos, digamos [A, X]. Como AX > T > K,
por el caso 1 se tiene que [E, X]| es un segmento de longitud > 7'/2 contenido en la ¢ g x/2-vecindad de .

B
A
X E X F 5
A
A X' B’ A B’ X' F’ B’
Caso 1 Caso 2

O

La accién de 7 (M) en H? por transformaciones cubrientes induce dos acciones més que nos seran Ttiles.
Primero, cualquier elemento de 1 (M) manda érbitas de ¢ en drbitas, lo que nos da una accién de 71 (M)
en P. Por otra parte, recordemos que toda isometria de H? se extiende de manera tnica a H3 = H? USZ,
actuando en SZ, como una transformacién de Mébius; por lo tanto 71 (M) actia también en S2_. Al aplicar
g € m (M) a una 6rbita £ de ¢ se obtiene una drbita gf con extremos g (e (¢)) y g (e~ (¢)). Dicho de otra
manera, los mapeos de punto final et y e~ son 71 (M )-equivariantes con respecto a las dos acciones ya
mencionadas.
Para subconjuntos A y B de S2_, definimos los siguientes conjuntos:

{A=}=(e)7(A), {=B}=(c")"'(B), {A—= B} ={A—=}n{— B}.

2

00’

Lema 1.10. Si A y B son subconjuntos compactos y ajenos de S5, entonces {A — B} es compacto.

Demostracién. Ya sabemos que {A — B} es cerrado pues e y e~ son continuas, por lo que basta con
mostrar que hay un subconjunto compacto de P que contiene a {A — B}. Trabajaremos con el modelo de
la bola B? de H3. Llamemos f a la funcién que manda a cada (a,b) € A x B al punto medio (con respecto
a la métrica euclidiana) de la geodésica hiperbdlica con extremos a y b. El conjunto C' = f(A x B) es
compacto porque f es continua. Consideremos puntos z1,--- , 2, en H? tales que la unién de las bolas
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hiperbélicas cerradas B(z;, D) (tomando D tal que toda érbita de ¢ diste menos que D de una geodésica)
contenga a C. Sean ¢ una 6rbita de ¢ con extremos a € Ay b € B, y = el punto medio de £,. Siye 'y
1 < s < r cumplen que d(y,z) < Dy d(z,zs) < D, entonces d(y,zs) < 2D. Esto prueba que {A — B}

estd contenido en el compacto 7 (U_, B(z;,2D)). O

Otra propiedad interesante de los flujos casigeodésicos (que serd crucial para probar que éstos tienen
siempre érbitas cerradas) es que toda drbita de su levantamiento a H® comparte sus extremos con muchas
otras orbitas.

Proposicién 1.11. Si z € S es el extremo positivo de alguna orbita de @, las componentes de {— z}
son no acotadas.

Para la prueba de la Proposicién [LT1] necesitaremos dos resultados auxiliares. El primero de ellos es
un resultado cldsico de topologia del plano cuya prueba puede consulatarse en [24, Corolario 3.11].

Teorema 1.12 (Zoretti). Sean C' una componente de un subconjunto compacto del plano K y & un
numero positivo. Entonces existe una curva cerrada simple v que encierra a C, es ajena a K y tal que
todo punto de v dista menos que € de algin punto de K.

Los mapeos et y e~ son 7 (M )-equivariantes, asf que sus imagenes en S2 son 71 (M )-invariantes;
ademds, como la accién de 7 (M) en SZ, es minima porque M es compacta (ver [I7]), los conjuntos e™(P)
y €~ (P) son densos en S2_. Usaremos este hecho para la prueba del segundo resultado auxiliar.

Lema 1.13. Si un lazo simple v en P es frontera de una region compacta D, entonces
¢t (y) = e*(D).

Demostracion. Trabajaremos en el modelo de H? de la bola unitaria B?, identificando a H3 con la bola
unitaria cerrada B3. Denotaremos B (p,r) ala bola euclidiana de radio r con centro en un punto p € H3.
Sea s : P — H? una seccién de 7. El mismo argumento prueba el resultado para e™ y e~, por lo que nos
concentraremos sélo en e™.

Supongamos que hay una érbita £ € D tal que p = et (£) ¢ et (7). Sea C' el subconjunto cerrado de H3
que consta de s(D), todos los rayos positivos que parten de s(y) y los extremos positivos de las érbitas
en 7. De la Proposicién [LH se sigue que H? \ C' tiene dos componentes

U/ - &(R+ X (D\’Y))v
V' =3[R x (P\ D)) UGR™ x (D\~)).

Esto implica que también H3 tiene exactamente dos componentes U y V que contienen a U’ y V.
respectivamente. Observemos que si « € U’ entonces ¢(z,t) € U’ para cualquier t > 0y que $(z, s) esta
en V' para s << 0, por lo que ninguna 6rbita puede estar contenida totalmente en U.

Por otro lado, p estd en U porque es el extremo positivo de ¢, y £ estd contenida en U a partir de
alglin momento; entonces U NS, es no vacio. Como e~ (P) es denso en S2_, alguna 6rbita ¢’ tiene extremo
negativo en U N'S2_, por lo que ¢(y,s) estd en U para s << 0, en donde y es un punto cualquiera de
¢'. Pero una vez que una érbita entra a U ya no puede escapar en tiempo positivo, asi que ¢’ estaria
contenida en U, cosa que no puede pasar. o

Ya estamos listos para probar la Proposicién [[L11]

Demostracion de la Proposicion [I.11l Consideremos una métrica auxiliar en P. Supongamos que hay una
componente acotada C' de {— z} para cierto z € S%2.. Sean R el didmetro de C, x cualquier punto de
C y K = B(z,2R) N {— z}. El conjunto C es también componente de K, por lo que existe una curva
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cerrada simple v ajena a K, que encierra a C'y tal que cualquiera de sus puntos dista menos que R de
algtin punto en C. De esto tltimo se sigue que 7 es ajena a {— z}, pues v C B(x,2R). Si llamamos D a
la regién acotada que limita v, entonces z € et(D) \ et (), contrario al Lema [[.T3 (]
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Capitulo 2

El circulo universal de un flujo
casigeodésico

En este capitulo prepararemos el terreno para abordar en el Capitulo 3 el Problema de la Orbita Cerrada
para flujos casigedésicos. Siguiendo [4] construiremos, partiendo de una descomposicién del plano con
caracteristicas particulares, un circulo topolégico al que llamaremos circulo universal, que usaremos para
compactar el plano. Las funciones e y e~ nos daran descomposiciones del espacio de érbitas P con las
caracteristicas buscadas, permitiéndonos aplicar estas herramientas para reducir el estudio de algunos
aspectos dindmicos de un flujo casigeodésico a dinamica en el plano y en el disco unitario. Debido a las
limitaciones de extension de la tesina, no nos serd posible incluir pruebas detalladas; esbozaremos las
ideas de la construccién, abusando ocasionalmente del uso de argumentos geométricos intuitivos, pero
a cambio indicaremos el lugar preciso en [4] en donde el lector interesado puede encontrar las pruebas
rigurosas de todas las afirmaciones.

2.1. Las decomposiciones positivas y negativas de P

El espacio de érbitas P es homeomorfo al plano R?, pero no viene equipado con una métrica natural
que nos permita hablar de subconjuntos acotados. Sin embargo, la compacidad de un subconjunto de
R? es equivalente a ser cerrado y acotado, por lo que diremos que A C P es acotado si su cerradura es
compacta. Por continuo no acotado entenderemos un subconjunto de P cerrado, conexo y no acotado.
Una descomposicion de P es una particién de P en conjuntos cerrados. Las funciones de punto final e~
y et son continuas, de modo que

9+ = {componentes de {— z} |z € eT(P)},
2~ = {componentes de {z —} |z € e (P)},

son descomposiciones de P, a las cuales llamaremos descomposicién positiva y negativa, respectivamente.
Adoptando la terminologia usada en el mundo de las foliaciones, llamaremos hojas positivas a los elementos
de 2% y hojas negativas a los elementos de 2. Presentaremos a lo largo del capitulo algunas propiedades
que tienen estas descomposiciones; para evitar sonar repetitivos, enunciaremos las afirmaciones solo para
la descomposicién positiva, pero serd evidente que también son validas para la descomposicién negativa.

Las hojas positivas son continuos no acotados: son cerradas y conexas por definicién, y no acotadas por
lo Proposicién[I.11] Nos interesara saber cdmo éstas escapan al infinito. Para formalizar esto, definimos un
final de un subconjunto no acotado A de P como una funcién « que asigna a cada subconjunto acotado

13
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B de P una componente o(B) de A\ B, de manera que si B’ C B, entonces a(B) C a(B’). El conjunto
de finales de A serd denotado % (A). Observemos que un final « de A estd determinado por sus valores en

cualquier sucesiéon creciente By C By C --- de conjuntos abiertos y acotados cuya unién sea P: cualquier
D C P acotado estd contenido en algin B, por lo que a(D) es la componente de A\ D que contiene a
a(By).

Hay conjuntos no acotados sin finales. Tomemos como ejemplo, en R2, la unién A de todos los
segmentos cerrados de (0,1) a (n,1) para cada entero n. El conjunto A no tiene finales porque todas
las componentes de A\ {(0,1)} son acotadas. En cambio, es facil ver que la cerradura de A tiene dos
finales, cosa que no es fortuita: el conjunto de finales de cualquier continuo no acotado del plano tiene al
menos un final (ver la Proposicién 4.3 de [4]).

[ [ 4 ® [ 4 ® [ 4 @ [ [ ] ] L ] | ] ® ® ® ® ® ® L]
Un subconjunto del plano sin finales

Veremos que se puede equipar al conjunto de finales de las descomposiciones 21 y 2~ (o més general-
mente, de cualquier descomposicién del plano en continuos no acotados)

775 = |J 7#)
Heo*

con un orden natural que nos permitird identificarlo con un subespacio de S'. Este es el primer paso de
la construccion del circulo universal.

2.2. Ordenes circulares
Un orden circular en un conjunto S es una funcion
()2 8% = {~1,0,1}

que toma el valor 0 solamente en ternas con dos o méas coordenadas iguales, y que cumple la relacién de
cociclo:
{a,b,c) + {(a,c,d) — (a,b,d) — (b,c,d) =0,

para cualesquiera a,b,c,d € S. Llamaremos a un conjunto con un orden circular simplemente conjunto
circular. En analogia con los érdenes totales, diremos que un subconjunto de un conjunto circular S es
un intervalo abierto si es de la forma

(a,b) ={s €S| {a,s,b) =1},
y sera un intervalo cerrado si es de la forma
[a,0] ={s € S| (a,s,b) > 0}.

Siempre dotaremos a los conjuntos circulares con la topologia que tiene como base a los intervalos abiertos.
El ejemplo natural de orden circular en S! es el que, a las ternas no degeneradas, asigna el valor 1 si
estan en sentido antihorario y -1 si estdn en sentido horario.
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ole

(a,b,c) =1 (a,b,c) = —1

La topologia inducida por este orden circular coincide con la topologfa usual de S'. Siendo éste el ejemplo
que seguramente motivé la definicién de orden circular, es natural preguntarse cudndo un conjunto circular
es isomorfo a un subconjunto de S'. La respuesta a esta pregunta sera una pieza clave para la construccién
del circulo universal.

Requeriremos dos definiciones més: un hoyo en un conjunto circular S es una pareja de puntos a, b de
S tal que el intervalo abierto (a,b) es vacio; diremos que S es un conjunto circular completo si cualquier
sucesion anidada de intervalos cerrados tiene intersecciéon no vacia. Cualquier subconjunto cerrado de
S! es un ejemplo de conjunto circular completo, mientras que el complemento en S! de un conjunto
numerable nunca es completo. En la Construccién 5.3 de [4] se da una manera candnica de encajar
cualquier conjunto circular S en un conjunto circular completo S. Ademads, dicho encaje tiene imagen
densa, como se muestra en la Proposicién 5.4 del mismo articulo. En cuanto a encajar un conjunto circular
en S!, se tiene el siguiente resultado (que es la Proposicién 5.6 de [4]):

Proposicion 2.1. Sea S un conjunto circular separable y con una cantidad numerable de hoyos. Entonces
existe una funcion
f:8—s!

que preserva el orden circular. Mds aun, si S es completo, la funcion f se puede elegir continua y con
imagen cerrada.

Para la construccién de f se considera un denso numerable D = {s1,s2, -} de S que contenga
al conjunto de puntos extremos de los hoyos, y se define f en D inductivamente: primero mandamos
$1 ¥y s2 a puntos diametralmente opuestos arbitrarios. Luego, mandamos s, al punto medio del tnico

intervalo (f(s;), f(s;)) con extremos consecutivos en {f(s1),--- , f(sn—1)}, de forma que se preserve el
orden circular de {s1,---,s,}. Para concluir, se extiende f a cualquier punto de S aproximdndolo por
puntos de D.

2.3. El orden circular para continuos no acotados del plano

En esta seccién consideraremos una coleccién finita K, K», - - - K,, de continuos no acotados de R?, ajenos
por pares, y les daremos un orden circular. Diremos que K, Ko, -- K, es una n-ada del plano si los
conjuntos no se separan mutuamente, es decir, cualesquiera n — 1 de ellos estdn en la misma componente
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del complemento del restante. Si K1, Ks,--- K, es una n-ada del plano, hay una tnica componente del
complemento de K7 U ---U K, cuya frontera interseca a cada K;, a la que denotaremos C(K1,--- , Kp)
(ver el Lema 6.1 de [4]). Observemos que C(K7,- -, K,,) es un abierto simplemente conexo (porque cada
K; es conexo y no acotado, por lo que esté contenido en la componente no acotada del complemento de
cualquier lazo contenido en C(K7,- -+, K,)), as{ que es homeomorfo a un disco abierto.

Ahora estamos listos para definir el orden circular. Sea K, L, M una terna de continuos no acotados
del plano. Consideremos un arco orientado v que empiece en K, termine en M, y cuyo interior 4 esté
contenido en R?\ (K U LU M). Es inmediato que ¥ C C(K, M). También L estd contenido en C(K, M)
por el Lema 6.2 de [4]. El Teorema de la Curva de Jordan nos garantiza que vy divide al disco C(K, M) en
dos discos. La orientacién de v y la orientacién estandar de R? nos permiten distinguir de manera natural
a una de las componentes de C'(K, M) \ v como el disco positivo, y a la otra como el disco negativo, los
cuales seran denotados DT (K, M;~) y D™ (K, M;~), respectivamente.

Definimos (K, L, M) como 1 si L C DY(K, M;~), y como -1 si L. C D™(K, M;~). En la Proposicién 6.6
de [] se muestra que (-, -, -) no depende de vy y que define un orden circular en cualquier n-ada del plano.

2.4. El circulo universal de una descomposicién del plano

Una descomposicion generalizada de R? es una cubierta del plano por continuos no acotados, con la
propiedad de que cualesquiera dos elementos distintos tienen interseccién compacta. Cualquier descom-
posicién del plano, por ejemplo 27 y 27, es una descomposicién generalizada. También 2 := 21 U 29~
es descomposicion generalizada gracias al Lema[[L.T0l En esta seccién se explicard cémo construir un circu-
lo topoldgico S,y partiendo de una descompicién generalizada del plano <7, al cual llamaremos circulo
universal de < .

El primer paso es definir un orden circular en el conjunto de finales # = # (&) de los elementos de <.
Si k, A\ y w son tres finales distintos, siempre existe un abierto acotado D C P tal que k(D), A(D), u(D)
es una terna del plano. Definimos entonces

(ks A ) = ((D), (D), (D).

Esto no depende de la eleccién de D, ya que si D’ es otro abierto conexo que contiene a D, es evidente
que (k(D),\(D), u(D)) = (k(D’), \(D"), u(D")) si usamos un mismo arco v C P\ D’ para calcular ambos
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nimeros. Con este orden, . es un conjunto circular; éste es separable (Lema 7.1 de []) y tiene una
cantidad numerable de hoyos (Lema 7.2 de [4]). Como se mencioné en la Seccién 2.2, hay un encaje
canénico con imagen densa de .# en un conjunto circular completo .%, que también es separable (porque
Z lo es) y tiene una cantidad numerable de hoyos (por la manera en que se completa un conjunto
circular), asf que la Proposicién -1l nos da un homeomorfismo entre .% y un subespacio cerrado A de
S!. El circulo universal de <7 es el espacio cociente que se obtiene de S' al colapsar cada componente de
S'\ A a un punto.
F > F >S5Sy

El circulo universal S, es homeomorfo a S* porque es imdgen monétona de S (y tiene mas de un punto).

2.5. Compactando R? con el circulo universal

Denotaremos F a la imagen en S,s de un subconjunto F de .%. Diremos que K C R? est4 subordinado
a .o/ siexiste K € . y un D C P abierto y acotado , tales que K = x(D). Sea Do/ = R? US,,. Ahora
daremos una topologia a D : consideremos dos conjuntos ajenos K y L subordinados a &7 y un arco v de

K a L cuyo interior sea ajeno a K U L. Llamemos I C Sy, al intervalo abierto maximo que va de .7 (K) a

Z (L) con orientacién positiva (esto es posible porque % (K) y .# (L) no estdn enlazados en % (&) por la
Proposicién 6.9 de [4]). Denotaremos O(K, L;~) al conjunto I U DT (K, L; ). La topologia que daremos
a D es la minima que tiene como conjuntos abiertos a todos los abiertos de R? y a los conjuntos de
la forma O(K, L;~). En [4] se prueba que las inclusiones de S,y y R? en D, son encajes (Proposicién
7.6), que D, es homeomorfo a un disco cerrado con frontera S, y que todo homeomorfismo de P que
preserve & se extiende a un homeomorfismo de P, (Teorema 7.9).

2.6. Aplicacién a flujos casigeodésicos

Consideremos nuevamente un flujo casigeodésico ¢ en una 3-variedad hiperbdlica y cerrada M. Las
descomposiciones generalizadas 27, 2~ y 2 dan lugar a tres circulos universales que denotaremos S, S,/
y S,. Las acciones de m (M) en P inducen acciones en estos circulos por homeomorfismos que preservan
orientacién: primero observemos que cada g € w1 (M) permuta los elementos de 2% y 2~ porque e
y e~ son w1 (M )-equivariantes. También, g permuta los finales de las descomposiciones: si « es un final
de L € 2%, definimos ga como el final de gL tal que (ga)(D) = g(a(g~'D)) para cualquier D C P
acotado. Adicionalmente, cada g € 71 (M) actiia en P como un homeomorfismo que preserva orientacién
porque, al ser M orientable, g actia en H? como una isometria que preserva orientacién y la direccién
del flujo @. Esto significa que g tampoco revierte la orientacién de una transversal a @; en particular,
el homeomorfismo g : P — P preserva orientacién. De esta manera, cada g induce un automorfismo
de conjuntos circulares en F(27),.7(27) y F(2), lo que a su vez da lugar a homeomorfismos que
preservan orientacién en S}, ST y S,. A partir de este punto trabajaremos tinicamente con S,.

Denotaremos P a la compactacion de P con frontera S,. Los mapeos de punto final se extienden a
funciones continuas 71 (M )-equivariantes

et e P s,

que coinciden en S, (ver el Teorema 2.10 de [0]). Para convencerse de esto ultimo, consideremos una
sucesién (py, )m en P que converja a z € S,,. Pensemos a H? en el modelo de la bola B3 y, para s > 0, sea
K, C P la imagen bajo 7 de la bola hiperbdlica cerrada de radio s centrada en xo = (0,0,0). La sucesién
(Pm)m escapa de cada compacto K a partir de algtin momento. Si 7= (p,,) N B(xg, s) = &, entonces la
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geodésica que tiene los mismos extremos que 7! (p,,) es ajena a B(xg,s — D) (siendo D una constante
que acote la distancia de Hausdorff entre ¢ y ¢, para cualquier 6rbita ¢ de @), por lo que la distancia
euclidiana entre et (p,,) y €™ (pm) tiende a 0 cuando m — oo. Entonces €7 (z) = €~ (2).

—_—_——

Geodésicas con extremos cada vez més cercanos

Para subconjuntos A y B de S%, definimos los conjuntos:
(A=) =(@)"(4), (= B) = (€")71(B), (A= B) =(A=)N (= B).
Las funciones ¢ ™ y €~ determinan dos descomposiciones de P en conjuntos compactos:
9% = {componentes de (- z) | z € €+(P)},
9~ = {componentes de (z —) | z € €~ (P)}.

Llamaremos a los elementos de estas descomposiciones hojas extendidas positivas y hojas extendidas
negativas, respectivamente. Diremos que una hoja extendida es trivial si estd contenida en S,,. Observemos
que cada hoja extendida no trivial K es la cerradura en P de una familia de hojas (en 2% o 27), por
lo tanto K N S. # @ (las hojas son no acotadas); denotaremos (%I? a este dltimo conjunto y llamaremos
puntos extremos de K a sus elementos. Las componentes de Bul? son puntos o intervalos cerrados; para el
capitulo siguiente serd conveniente que estas componentes sean puntos, cosa que podemos arreglar de la
siguiente manera: sea € a la restriccién de € (o €7) a S,,. Vamos a considerar el espacio X que se obtiene
de P al colapsar cada componente de cada e¢7!(z), z € S%,. X es también homeomorfo a un disco, ademds,
las funciones €*,e~ y la accién de w1 (M) en P descienden a X. Para no introducir més notacion, de
ahora en adelante llamaremos P a X ; Sy a la frontera de X y también usaremos la misma notacién para
las funciones de punto final extendidas. De esta manera conseguimos que 9, K sea totalmente disconexo
para cualquier hoja extendida positiva o negativa K (en particular, las hojas triviales tienen solamente
un punto).

Cerramos esta seccién y el capitulo con dos resultados que usaremos en el Capitulo 3; para la prueba
del segundo necesitamos dos definiciones. La esfera universal de un flujo casigeodésico, que denotaremos
S2, se obtiene a partir de dos copias P* = P x {+} y P~ = P x { } de P, identificando puntos
correspondlentes de sus fronteras (x,+) ~ (z,—). Las funciones €™ y €~ inducen una funcién continua
€:S2 — S2_. Llamaremos hoja maestra a los subconjuntos de S? de la forma ¢~1(2). Las hojas maestras
son compactas, conexas y no separan a S2 (Lema 4.6 de [5]).
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Lema 2.2. Si K € 7+ Y L € 9~ se intersecan en P, entonces &J? Y 8ui son ajenos.

Demostraciéon. Si K y L tienen un punto en comun p € S, para cualquier g € KNLse cumple que

Como las casigeodésicas tienen puntos extremos distintos, g debe estar también en S,,. O
Lema 2.3. Si K € 9+ Yy Le @_, entonces Bul? Yy Bui tienen a lo mds un punto en comun.

Demostracidn. Necesitaremos el siguiente resultado cldsico de topologia de la esfera (ver la Proposicién
26.3.2 de [3]): Si A y B son subconjuntos compactos y conexos de S* con interseccion disconexa, entonces
AU B separa a la esfera.

Pensemos a K y L ensu respectlvo hemisferio de S2. La interseccién de K y L es totalmente disconexa

(es igual a 8UK N 8uL), por lo que KuL separa a S2 si K y L tienen més de un punto en comun. Si esto
sucede, K U L estd contenido en una hoja maestra Z = ¢ !(z). El conexo

Su\Z=e"(Si\{z})

estd contenido en una componente V de S2 \ (K U L) Cualquier otra componente W del complemento
de K UL es mandada a z baJo €, y como W N (K U L) #+ &, entonces K est4 contenida propiamente en
una hoja extendida positiva o L en una hoja extendida negativa, cosa que no es posible. O
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CAPITULO 2. EL CIRCULO UNIVERSAL DE UN FLUJO CASIGEODESICO



Capitulo 3

Orbitas cerradas en flujos
casigeodésicos

En el capitulo final de este trabajo presentaremos la solucién que S. Frankel da en [5] al Problema de
la Orbita Cerrada para Flujos Casigeodésicos. La idea central es fijarse en un punto recurrente de ¢,
digamos xg, y en puntos x; = ¢(t,xo) cada vez mds cercanos a xo para formar un lazos 7 cerrando el
segmento ¢([0,¢] X {zo}) con una trayectoria de x; a zo. Resulta que si t es suficientemente grande, hay
una érbita cerrada de ¢ que representa la clase de homotopia libre de ;. Este resultado es al que Frankel
llama Lema Homotdpico de Cerrado, y para la demostracion se distinguen dos casos (que explicaremos
més adelante). Por falta de espacio, en este trabajo se incluye unicamente uno de dichos casos en el
Lema [B5F no obstante, esto bastard para apreciar las ideas e ingredientes esenciales involucrados en la
solucién de Frankel. La teoria necesaria para este capitulo ha sido ya presentada en los primeros dos, con
excepcién de una breve discusién de la clasificacién de las isometrias de H?, asi como y algunos conceptos
bésicos de Sistemas Dinamicos y descomposiciones semicountinuas superiormente que se incluyen aqui.

Lazos construidos a partir de una 6rbita recurrente

Antes de abordar el problema general, retomemos nuestro ejemplo del Capitulo 1: M es la suspensién de
un difeomorfismo pseudo-Anosov 9 de una superficie hiperbdlica, cerrada y orientable S en si misma, y
@ es cualquier flujo transverso a la foliacién natural de M. La existencia de una orbita peroddica en esta
situacién es consecuencia inmediata del lema siguiente:

Lema 3.1. Cualquier homeomorfismo de una superficie orientable y cerrada S de género al menos dos
en st misma tiene puntos periodicos.

21
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Demostracion. Supongamos primero que f preserva orientacion. Entonces el homomorfismo inducido

fo i Ho(S;Z) — H,(S;7Z)

es la identidad para n = 0,2. Llamemos T a f. : Hi(S;Z) — Hi(S;Z); sean A1, --- , Ayg los valores
propios de T'. Si f no tuviera puntos periédicos, del Teorema del Punto Fijo de Lefschetz (ver el Teorema
2C.3 de [9]) se seguiria que el nimero de Lefschetz de f* es 0 para todo k > 0, es decir,

N+ M, =) =2=1 +1"+0" +... + 0,
lo que nos da la igualdad de polinomios
(= A1) (= Ngy) = (x — 1)%2%972,

y como g > 2, algun A, es 0; asi, T no seria invertible. Esto no es posible porque f es homeomorfismo.
Si f invierte orientacién, entonces f2 la preserva y aplicamos el argumento anterior. O

Pasemos ahora al Problema de la Orbita Cerrada para cualquier flujos casigeodésicos ¢ en una 3-
variedad hiperbdlica, cerrada y orientable M. La primera observacion clave es que éste se puede plantear
como un problema de punto fijo en P, cosa que serd de gran ayuda porque nos permitird usar teoria de
dindamica en el plano.

Lema 3.2. Un flujo casigedésico ¢ en M tiene una drbita cerrada si y sdlo si algin g € 71 (M) no trivial
tiene un punto fijo en el plano P.

Demostracion. Si g € m (M) \ {e} fija una 6rbita £ de @, para cada punto Z de ¢, el segmento de £ de
Z a g(Z) se proyecta a una Orbita cerrada de ¢. Ahora supongamos que la érbita de € M bajo ¢ es
periédica y que £ es uno de sus levantamientos. Para cualesquiera puntos z7 y 3 de £ que se proyecten
a x, la transformacién cubriente que manda 7 a 75 fija a £. O

Si una transformacién cubriente (que no sea la identidad) fija algin punto de P, diremos que ésta
representa una orbita cerrada de ¢. Buscamos entonces una 6rbita de ¢ fijada por una transformacién
cubriente de M, para lo cual serd 1til saber qué tipo de isometria de H? son éstas. Haremos un paréntesis
para presentar rapidamente la clasificacién y algunas propiedades bésicas de las isometrias de H? que
preservan orientacién. A partir de ahora, cuando hagamos referencia a una isometria de H?, supondre-
mos implicitamente que preserva orientacién. En el modelo de H? del semiespacio superior, el espacio
hiperbélico de dimensién 3 estd representado por C x R*, y su frontera (C x {0}) U {oo} se identifica
con el plano complejo extendido C. Recordemos que una transformacion de Mobius de C es una funcién

W C — C de la forma
(Z)_az—i—b
. ez +d’

para algunos a, b, c,d € C con ad — bc # 0. Las transformaciones de Mobius con la composicién forman
un grupo que denotaremos M6b. Resulta que Isom™ (H3) y Méb se identifican de manera natural: cada
isometria de H? tiene una tnica extensién continua a H3, cuya restriccién a C es una transformacion de
Mébius; inversamente, toda transformacién de Mdbius es la resticcién de una isometria positiva de H?3.
Clasificaremos las isometrias de H? en tres familias. Recordemos que cada transformacién de Mdbius
no trivial tiene exactamente uno o dos puntos fijos; por lo tanto, toda f € Isom™ (H?) fija uno o dos puntos
en C. Si flijaaw,ze ((A:, a la geodésica con estos extremos se le conoce como eje de f. Siempre podemos
conjugar f por alguna isometria g tal que los puntos fijos de gfg:1 en C sean 0 e oo; por comodidad
supondremos que f fija a 0 e co. De esta forma, la accién de f en C es una simple multiplicacién por un
k € C\ {0}. Si |k| # 1, diremos que f es una isometria hiperbdlica; cualquier isometria hiperbdlica actiia
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como una traslacién no trivial en su eje, y uno de los extremos de éste es atractor y el otro repulsor. Si
|k| = 1, diremos que f es una isometria eliptica; éstas fijan cada punto de su eje y los extremos de éste
son puntos indiferentes (ni atractores ni repulsores). Cuando f fija sélo un punto en C (pensemos que es
00), diremos que es una isometria parabdlica; la accién de f en C es una traslacién.

Una manera de determinar a qué familia pertenece una isometria f es mediante su distancia de
traslacion Dy, que se define como el infimo de los valores d(z, f(z)) para x € H3.

1. Si Df > 0, el infimo de d(z, f(x)) se alcanza y f es hiperbdlica. El conjunto de puntos de H? en los
que se alcanza Dy es precisamente el eje.

2. 8i Dy =0y el infimo se alcanza, entonces f es eliptica. Nuevamente, el eje de f es el conjunto de
puntos en los que Dy se alcanza.

3. Si Dy =0y el infimo no se alcanza, entonces f es parabdlica.
Estamos listos para determinar qué tipo de isometrias son las transformaciones cubrientes de M.

Lema 3.3. Las transformaciones cubrientes no triviales de una 3-variedad hiperbélica, cerrada y orien-
table M son isometrias hiperbolicas de H3.

Demostracion. Sea f # Id una transformacién cubriente de M. Para cada punto z de M, consideremos
un levantamiento z a H3. La funcién M — R dada por z +— d(Z, f(Z)) estd bien definida (no depende de
Z) y es continua, y como M es compacta, alcanza su minimo (que justo es D). La tnica transformacién
cubriente que tiene puntos fijos es la identidad, asi que Dy > 0. Por lo tanto f es hiperbdlica. O

Esta informacién geométrica nos permite dar una condicién que garantiza la existencia de una 6rbita
cerrada de ¢.

Proposicién 3.4. Si el eje de algin g € m (M) no trivial comparte un extremo con una Jrbita de @,
entonces ¢ tiene una orbita cerrada.

Demostracion. Denotemos z, y z, a los extremos atractor y repulsor del eje E' de g. Supongamos que la
6rbita £ de ¢ comparte un extremo con E; sea p € P el punto correspondiente a ¢. Consideremos primero
el caso en el que e~ (p) = 2,. La drbita ¢g"(¢) tiene extremos 2, y g"(z), en donde z = e™(p). Los puntos
9™ (2) convergen al punto atractor z, cuando n — oo, as{ que

K ={z}U{g"(z) | n =0}

es compacto; ademds, z, ¢ K porque los extremos de ¢™(¢) son distintos. Entonces {¢g™(p) | n > 0} estd
contenido en {z, — K}, que es compacto por el Lema [[.TO] Del Teorema de Traslacién del Plano de
Brouwer (ver el Teorema 2.2 de [7]) se sigue que g tiene un punto fijo en P y entonces ¢ tiene una érbita
cerrada.

El caso en el que et (p) = 2, es similar: ahora {¢g"(p) | n > 0} C {K — 2,} y se concluye de la misma
forma. Finalmente, si z, es extremo de ¢, el mismo argumento funciona cambiando g por g~! (ya que
para g1, 2, es atractor y 2, es repulsor). O

Necesitamos més definiciones y algo de notacién. El conjunto w-limite de un punto x de M, que
denotaremos w(x), se define como el conjunto de los y € M que son limite de una sucesién de la forma
(¢(tn,x))n, para algunos tiempos (t,), que se van a infinito. Observemos que w(z) es no vacio (M es
compacta) y e-invariante (si p(t,,x) — y, entonces @(t + t,, z) = @(t, ©(tn, z)) — @(t,y)). Cualesquiera
dos puntos en la misma érbita tienen el mismo w-limite (si p(tn,x) — y, entonces p(t, —t, ¢(t,x)) — y),
lo que nos permite hablar del w-limite de una dérbita £. De la ¢-invariancia se sigue que y € w(x) es
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equivalente a que el w-conjunto limite de la 6rbita de y esté contenido en el de la 6rbita de x. Sean ¢1 y £
6rbitas de ¢ correspondientes a p,q € P. La notacién ¢ € w(p) significa que £ C w(¥¢7); si esto pasa, hay
una sucesién de puntos x,, € 7~ 1(p) que converge a et (p) y transfomaciones cubrientes g,, de M tales que
(gn(xn))n converge a un punto de 7~ 1(g). A una sucesién (g, ), con estas caracterfsticas la llamaremos
w-sucesidn para q € w(p). Por Ultimo, una drbita recurrente de ¢ es una 6rbita ¢ que estd contenida en
su w-limite. Diremos que un punto de P es recurrente si su correspondiente orbita de ¢ es recurrente.

Consideremos un espacio métrico compacto (X, d). La familia de subconjuntos cerrados y no vacios de
X (que denotaremos K (X)) equipada con la métrica de Hausdorff es también un espacio métrico compacto
(ver el Teorema 4.2 de [12]). Los limites superior e inferior de una sucesién (A, ), de subconjuntos de X
se definen como

lim,, 00 A, = {x € X | toda vecindad de z interseca a infinitos A4, },

lim, , A, = {z € X | toda vecindad de x interseca a A,, para n >> 0}.
Una sucesién en K (X) converge en la métrica de Hausdorff si y sélo si sus limites superior e inferior coin-
ciden. Una descomposicion semicontinua superiormente de X es una particién &/ de X en subconjuntos

cerrados que cumple cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

1. Para cualquier abierto U de X, la unién de los elementos de <7 contenidos en U es un conjunto
abierto.

2. Para cualquier cerrado F' de X, la unién de los elementos de & que intersecan a F' es un conjunto
cerrado.

3. Para cualesquiera A, A, € &, si ANlim A, # @, entonces lim,, ;o A, C A.

———n—00

Si f es una funcién continua de X a un espacio Hausdorff Y, la descomposicién

dp={f"'(y) |y € F(X)}

resulta ser semicontinua superiormente. Adicionalmente, si .o/ es una descomposicién de X semicontinua
superiormente, la descomoposicién formada por las componentes de los elementos de & también es
semicontinua superlormente (ver la seccién 3-6 de [I0]). Como las funciones €* y €~ son continuas, esto
implica que 9+ y 2~ son descomposiciones de p semicontinuas superiormente.

Como ya hemos mencionado, las hojas extendidas K y L correspondientes a un punto de P no tienen
puntos extremos en comin. Notemos que si 9, K intersecara una infinidad de componentes Iy, Iz, - -+ de
Su \ Ou L, como la longitud de los I,, tiende a 0 (porque son ajenos), podriamos encontrar sucesiones (ky )n,
y (l ) de Oy K y Oy L convergiendo el mismo punto, lo que nos diria que Ou Kn Ou L # @&. Por lo tanto,
Ou K interseca sélo a una cantidad finita n de componentes de S, \ 0y, L diremos entonces que K L
estan n-enlazadas, y cuando n > 2, en ocasiones diremos simplemente que K y L estan enlazadas.

———

-

No enlazadas Enlazadas 3-enlazadas
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Finalmente estamos listos para enunciar el Lema Homotépico de Cerrado: si un punto recurrente p € P
tiene hojas extendidas enlazadas, todos los términos, salvo tal vez una cantidad finita, de una w-sucesion
para p € w(p) representan una drbita cerrada de . La prueba se divide en dos casos: cuando K y L estdn
> 3-enlazadas y cuando estan 2-enlazadas. Aqui presentaremos solamente la demostracién del primer
caso. El lector interesado en la prueba para hojas 2-enlazadas puede consultar [5, Proposicién 5.7].

Lema 3.5. Sean p un punto recurrente de P con hojas extendidas > 3-enlazadas, y (gn)n una w-sucesion
para p € w(p). Entonces g, representa una orbita cerrada para n suficientemente grande.

~

Demostracién. Sean K y L las hojas extendidas positiva y negativa de p, y consideremos K, = gn(K) y
L, = gn(L). Tomemos una sucesiéon (z,,), en 7~ 1(p) que converja a e™(p) y que cumpla que

gn(Tn) = T € ﬂ'_l(p).

Observemos que si IA(n = IA(, la 6rbita 7~1(p) compartirfa su extremo positivo con el eje de g,; entonces
gn representaria una drbita cerrada por el Lema [3.4

Supongamos que sélo finitos g, representan 6rbitas cerradas de ¢. Tomando una subsucesiéon y renom-
brando los indices podemos suponer que ningin g, representa una drbita cerrada, y que las sucesiones
(Kn)n y (Ly)n convergen (con respecto a la métrica de Hausdorff) a Ko y Lao. Notemos que Koo € K

va que 2% es semicontinua superiormente, gn(p) € K, y

9n(p) = gn(m(zn)) = 7(gn(zn)) = m(Too) = p.

De la misma manera se prueba que LOO esta contenido en L.

La sucesion (Kn)n visita solamente finitas componentes complementarias de K. Si visitara una infi-
nidad, tomando una subsucesion, podemos suponer que siempre visita componentes distintas. Llamemos
Upn ala componente complementaria de K que contiene a K Algun extremo de L debe estar en 0,,U,,
porque K, y L, estén enlazadas, y Oy K, C 8,U,. Los intervalos 9,U, C S, son ajenos, asi que su
longitud tiende a 0. Esto nos dice que hay puntos k,, € J, K, vl € Oy L, que convergen a lo mismo.
Entonces R N R R

& # OuKoo NOyLoo C 0, K NO,L,

cosa que no puede pasar por el Lema 2.2

Podemos entonces suponer que todos los K estdn contenidos en la misma componente complemen-
taria U de K. Sean ki, ko € K los extremos de 0,U. Como K C K es inmediato que 0y K C {kq, ka}.
Consideremos dos sucesiones (I,), v (J,)n de intervalos abiertos, anidados, que tengan a k; y ko, respec-
tivamente, y con longitudes que tiendan a 0. Para cada n, 0, I? estd contenido en I, U J, para i >> 0.
Si I, y J, son ajenos, al menos un extremo de L estd en I, U J, porque KZ y L estan > 3-enlazados.
Hay entonces una sucesion r; € 0, L que converge a k1 o a ks, lo cual es imposible pues 0, K y Oy L son
ajenos. O

Concluimos este trabajo probando en cuatro pasos la existencia de un punto recurrente con hojas
extendidas enlazadas.

Lema 3.6. Hay al menos una hoja extendida positiva con mds de un extremo.

Demostracion. Supongamos que todas las hojas extendidas positivas tienen un solo extremo. Llamemos
r: P — S, ala funcién que manda a cada punto de P al extremo de su hoja extendida positiva. La
funcién r es continua: si p; — p, entonces

~

mn—)oo@-i_(pn) g 9+(p)’
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porque 27 es semicontinua superiormente. Si una subsucesién (r(pi]. ))] converge a z € S,,, necesariamente

ze g+ (p), asi que z = r(p). Esto prueba que 7(p,) — r(p). Como r deja fijos los puntos de S,,, entonces
es una retraccién del disco P en su frontera, lo cual es imposible. O

Lema 3.7. Sean K una hoja extendida positiva y U una componente complementaria de K. Todo punto
p € U se puede separar de K con una hoja extendida positiva.

Demostracion. Consideremos un arco -y que separe a K y g+ (p). El conjunto

c=J 7@

qey

es compacto (por la definicién 2 de descomposicién semicontinua superiormente), conexo y separa a K
de 7+ (p). Los puntos extremos de U forman un intervalo abierto (k, k') de S, para algunos £, K ek,
Sean by V' el primer y tltimo punto de C en (k, k). Hay una componente V' de P\ (K UC) que cumple
que 9,V = (k,b) U (V/, k'), que es justamente la componente que estd entre K y C. El subconjunto

conexo F =V N C separa a K y g+ (p); para concluir la prueba mostraremos que F' estd contenido en
una hoja extendida positiva. Si (x,), es una sucesién en V que converge a un punto x € F, entonces

lim@*‘(:vn) NJ*(z) # @, y en consecuencia fm%™* (x,,) € 7 (x). Tomemos ahora un punto extremo y,
de cada 7 (2,,) y una subsucesion (y,, )x que converja a un punto yos € Sy. Este punto estd en 9+ (x)

porque pertenece a TmZ+ (z,), asi que es b o b'. Como F' C 7+ (b) U Z*(V'), estas dos hojas deben ser
la misma, de lo contrario separarian a F' en dos cerrados ajenos, contradiciendo el hecho de que F' es
CONexo. o

Lema 3.8. Hay un punto q de P con hojas extendidas enlazadas.

Demostracidn. Sea I K una hoja extendida positiva con al menos dos puntos extremos k y k’. El punto
k' no pertenece a 7 (k) por el Lema 2.3 asi que hay una hoja extenida negativa L que separa a k' y

@_( k). Cualquier punto en la interseccién de K y L tiene hojas extendidas enlazadas. O
Lema 3.9. Hay un punto recurrente p € P con hojas extendidas enlazadas.

Demostracion. Sean g un punto de P con hojas extendidas enlazadas y £ C M su orbita correspondiente.
El conjunto invariante w(¢) contiene un subconjunto cerrado invariante minimo M. Cualquier érbita
¢, C M es densa en M, asi que es recurrente. Sea p € P correspondiente a un levantamiento a H? de /.
Si (gn)n €s una w-sucesién para ¢ € w(p), entonces

7+ (gu(q)) € 7% (p),

y como 77 (q) vy 2~ (q) estén enlazadas, entonces 2+ (p) y 2~ (p) lo estan también.
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